ENSA d’Al-Hoceima Année 2019/2020
AP-I, Premiere Année, Semestre 2
Algebre linéaire, TD2

Solutions de la Série N°2 : Application linéaire, Endomorphisme et
isomorphisme

Exercice 1

1. Montrer que (R?,
2. Soient E = {(z,—x); =z €R}et F={(z,z); x € R} deux ensembles.

(a) Montrer que E et F sont deux sous-espaces vectoriels de R?.

+,-) est un espace vectoriel sur R.

(b) Montrer que E et F sont supplémentaires dans R2.

Solution :
1. Montrons que (R?,+,-) est un espace vectoriel sur R :

i) (R?,+) est un groupe abélien, en effet
— L’élément neutre pour la loi + est Ogz = (0,0) € R?, alors R? # (.
— soit X = (x,y) et Y = (2,y) deux éléments de R?, on a

X+Y =(z,9)+ @)= @+2,y+y)=(£0)

oué=zx+r'€Ret(=y+y €R, donc X +Y € R?

— Soit X = (x,) un élément dans R?, alors il existe X’ € R? tel que X + X’ = Oe,
donc
X' =0 —X=0-2,0-y) =—(z,y), dou X' = —(x,y) est Popposé de X
dans R2.

— Soit X = (z,y) et X’ = (2, y) dans R?, alors

X+X =@y + @ y)=(@+2y+v)

orz+x =2’ +xety+y =1y +ydans R puisque R est un corps commutatif,
alors
X+X'=@"+zy+y =@"y)+(2y) =X+ X
donc la loi + est commutative.
ce qui prouve que (R?,+) est un groupe abélien.
ii) Soit X = (z,y) et X’ = (2/,9') deux éléments de R? et A € R, on a

AX+X)Y=Az+2y+y) = MNa+2),\y+7v))
= (\z+ 2,y + M)
= (Az,\y) + (A2, \y)
= Az,y) + A", y)
= AX + )X’

car (R, x) est un groupe commutatif, donc la loi x est distributive par rapport a
la loi +-



iii) Soit X = (x,y) un éléments de R? et v et 3 dans R, on a

a(fX) = aBz, By) = (abz, afy) = (ab)(z,y) = (aB)X

donc la loi x est associative pour la structure d’espaces vectoriels.

iv) I’élément neutre pour la loi x est 1, en effet

1.X =1(z,y) = Lz, ly) = (z,y) = X

car le =z et ly=y

d’aprés 1), ii), iii) et iv) on déduit que (R?,+, x) est un R-espace vectoriel.
2. Soient E = {(z,—z); =z €R}et F={(z,z); x € R} deux ensembles.

(a) Montrons que F et F sont deux sous-espaces vectoriels de R? :

i.

ii.

E est un sous-espace vectoriel de R? en effet,
— E # () car Ogz = (0,0) = (0, —0) est un élément de E.
— Soit X = (z,—xz) et X' = (2/,—2') dans E, on a

X+X' =(@,—2)+@,-2)=(x+2,—z—2') = (z+ 2, —(z +2')),

donc en posant E =z +2' onaf eRet X + X' = (£, -¢) € E,
d’ou E est stable pour la loi +-

— Soit X = (z,—x) dans E et A € R, on a \X = ANz, —z) = (\x,—Az) =
((,—C¢)ou ¢ = Az € R, d’ou AX € E, c’est a dire que F est stable par la
multiplication externe.

finalement E est un sous-espace vectoriel de R?.

F est un sous-espace vectoriel de R? en effet,
— F # 0 car Ogz = (0,0) est un élément de F.
— Soit X = (z,2) et X' = (2/,2') dans E, on a

X+ X' =(z,2)+ (2',2) = (x + 2/, 2+ 2),

donc en posant E =z +2' onaf €Ret X + X' = (£,€) € F,
d’ou F' est stable pour la loi +-

— Soit X = (z,z) dans F et A € R, on a AX = \(x,z) = (Az, A\x) = ({,() ou
( =Xz € R,dou AX € F, c’est a dire que F’ est stable par la multiplication
externe.

finalement F est un sous-espace vectoriel de R2.

(b) Montrons que E et F sont supplémentaires dans R? :

i.

ii.

Soit X € ENF, alors X = (x,z) et X = (z,—x), donc x = —z ce qui montre
z =0,

d’ott X = (0,0) = Oge, Aot ENF C {Og2}.

Comme E et F sont deux sous-espaces vectoriels de R? alors {Og2} C ENF,
dott ENF = {Oge}.

Soit Y € R%, montrons que Y = (y,9') = (z, —x) + (2, 2').

On a (y,vy') = (z,—x) + (2, 2'), alors

{y/zxﬂc’/ - { =3+
Yy =—x+zx =



dot (y,y') = (3w - ), —3w—1)) + (3w +v). 3y +v)),
soit R? = E + F
d’aprés i) et ii) on vient de prouver que R? = E@ F.

Exercice 2
Soit M2 (R) I’ensemble des matrices d’ordre 2 & coefficients réels.

1. Montrer que (Ma2(R),+,-) est un R-espace vectoriel.

2. On considére F = {Ma,b = <_ab 2) i (a,b) € [R2}

(a) Montrer que E est un espace vectoriel sur R.

(b) On pose J = <0 L

10
10
1_<0 1).
(c) OnposeE1:{<g 2); aE[R}etEQI{<_Ob 8>7 bE[R}.

Montrer que E = E1 @ Es.

). Montrer que le systeme {I,J} est une base de E ou

Solution : Considérons Ms(R) 'ensemble des matrices d’ordre 2 a coefficients réels.
1. Montrons que (M2(R),+,-) est un R-espace vectoriel :
i) (M2(R),+) est un groupe abélien, en effet,
a b

/ /
— soit A = <c d) et B = <(Z, 2,) deux éléments de Ms(R), alors on a

_fa b ad V\ fa+d b+V\ [a B
A+B_<c d>+<c/ d/>_<c—|—c’ d—l—d’>_<7 0’)

ona=a+ad,=b+0,7y=c+c et o =d+ d sont des réels, d’ou

A+Be Mg([R).

Soit A= (¢ ¥ 416 de My(R), 1 ice nulle 0 ~ (o0
— Soit A = . d un élément de M3(R), la matrice nulle 0,®) = 0 0 est

I’élément neutre de Ms(R) pour l'addition, ceci puisque

(a0 0 0\ (a+0 6+0) (a b)
A+OM2<R>_<C d>+<0 0>_<c—|—0 d—|—0>_<c d>_A'
a

— Soit A = un élément de M3y (R), alors il existe B une matrice dans

b
d
M32(R) telle que A+ B = 0,(r), en effet,

O—a 0-—0b
A—l—B:OMQ([R) & BZOMQ(R)_A:(O—C 0—d>

d’ou B = <:CCL :2) = — A est Popposé de A dans M (R) pour I'addition.



. a b a v 12
— Soit A = . et B = J o d deux éléments de M3 (R), alors on a

_fa b ad b\ [(a+d b+V
A+B_<c d>+<c’ d’>_<c+c/ d+d’>

Comme (R, +) est abélien, alors a+ad' =a' +a, b+0 =V +b,c+ = +cet
d+d =d +d, donc

_(d +a V4D [d OV a b\
A+B_<c/+c d’—i—d)_(c’ d’>+<c d>_B+A
d’ott (M2(R),+) est abélien.

/ /
ii) Soit A = <CCL 2) et B = <CcL’ 2,) deux éléments de M2 (R) et soit A un réel, alors

om0 o7 22

AMa+d) MNb+b))  [Aa+Ard A+ N
AMe+d) Md+d)]  \ e+ A M+ N

|
(e 2)-fx

on a

Ac A \d
a a b
= M+ )\B.

donc la loi x est distributive par rapport a la loi +.

iii) Soit A = <CCL 2) un élément de Ms(R) et soit a et § deux réels, on a

i - B Yo 3
_ (aBa apb) _ ((aB)a (aB)b
afe  afd (aB)c (aB)d

= (0p) (Z Z)z(aﬁ)A

donc la loi x est associative dans Mo (R).

iv) Le nombre 1 est un élément neutre pour la multiplication dans Maz(R), en effet,

soit A = <CCL 2) un élément de M2 (R), on a

a b l.a 1.b a b
LA=1. <c d) - <1.c 1.d> o (c d) =4



D’apres i), ii), iii) et iv), on a prouvé que (M3 (R),+, ) est un R-espace vectoriel.
L s a b 9
2. On considere £ = { M, = b al (a,b) €R
(a) Montrons que E est un espace vectoriel sur R.

i) Comme 0y, R) = <8 8) est un élément de E, alors E # ().

ii) Soit M, = <_ab 2) et Moq= (_ab 2) deux éléments de E, on a

fa b c d\ (a+c b+d) [a S
Ma’b+Mc’d_<—b a>+<—d c>_<—b—d a—i—c)_(—ﬂ a)

ota=a+cet B=b+d. Donc My, + M., € E, d’ou E est stable par la loi
4+ comme étant une loi interne.

a

—b

- a by [(Xa N\ [~y o
)\Ma’b_)\<—b a>_<—/\b )\a>_<—a 7)

oy = Aa et o = Ab. Donc AM,; € E, d’ou E est stable par la loi x comme
loi externe.

b
iii) Soit My = ( a) un élément de FE et A un réel, on a

D’apres i), ii) et iii), F est un sous-espace vectoriel de Ms(R), ce qui montre que
(E,+, x) est un R-espace vectoriel.

(b) Soit I = <(1) (1)> et J = <_01 (1)> Montrons que le systéme {I, J} est une base

de

a
—b

a b 1 0 0 1
Ma’b_<—b a)—CL(O 1>+<_1 0>—QI+bJ

donc le systeme {1, J} engendre E.

i) Soit Mgy = ( 2) un vecteur dans F/, on a

ii) Soit a et 8 des réels tels que al + BJ = 0,(r)- Montrons que a = 3 = 0.

0 0
al +BJ = Oppr) & <_aﬁ §>:<o 0)

donc a = =0, ce qui prouve que le systeme {7, J} est libre.

d’apres i) et ii) on a montré que le systeme {I,.J} est une base de F

(¢) On pose E; = {(g 2) ; a€ [R} et By = {(_Ob 8) ;o be [R}, montrons que

E=F @ E».



i) Soit X € E alors ceci est équivalent a dire qu’il existe a et b dans R tels que

a b 1 0 0 1
X_<—b a)—a<0 1)—1—(_1 0>—al+bJ

donc X € E1+ FEs car al € Fq et bJ € Ey, dou E = E1 + Es.
ii) Soit X € E1 N Ey, alors X € Ey et X € Es, donc il existe a et b dans R tels

que
a 0 0 b
X_<0 a) et X_<—b 0)
donc (g 2) - (_Ob 8) dotta=b=0,

0 0

0 0
Ey et Ey sont deux sous-espaces vectoriels de £ alors {Opg,r)} C E1 N By,
d’ou E1 N E2 = {OMQ([R)}

d’apres i) et ii) on a E = E @ Es.

c’est a dire que X = = {Op(R) }» s0It B N B2 C{0p,R) )}, et comme

Exercice 3

Soit F = {(g Z) i (a,b) € [RQ}

1. (a) Montrer que F un espace vectoriel sur R.
(b) Trouver une base de E.

a
0

(a) Montrer que f est linéaire.

2. Soit f: F = R, < 2>—>a+b

(b) Déterminer Kerf, noyau de f.

(c) Déterminer G le supplémentaire de Kerf dans E.

Solution : Soit £ = {(8 2) ;o (a,b) € [R2}

1. (a) Montrons que E un espace vectoriel sur R : L’ensemble E est un sous-ensemble de
Ms(R), alors il suffit de montrer que E est un sous-espace vectoriel de Ma(R).

i) E # 0 car la matrice nulle Oy9 = (8 8) est un élément de F, il suffit de

prendre a = b = 0.

!/ /
ii) Soient A = <a b) et B = <a b,) dans E, alors
0 a 0 a

~fa b ad v\ [(a+d b+V\ [a B
A+B_<O a>+<0 a’>_<0+0 a+a’>_<0 a)

ona=a+d eRet =0+V €R,donc A+ B € E.



@ b) de E et A € R, alors
0 a

o [Aa A\ [
AA_A(O /\a>_<0 a’)

ond =Xa€eRet B =X eR,donc \A € E.
D’apres i), ii) et iii) on a prouvé que F est un sous-espace vectoriel de Ms(R), d’ou
(E,+, x) est un espace vectoriel sur R.

(b) Une base de E :

. _f[a
SmtX-(O

S o R A I H R R RS

donc X =al+bJoul = <(1) ?) et J = (8 é), ce qui prouve que le systeme

iii) Soient A = <

b 12
a) un élément de F, on a

{I,J} engendre E.
— Montrons que le systeme {I,J} est libre dans E : soient \ et v deux réels tels

que

MA+vyJ = <8 8) , montrons que A=~ =0.

(A vy (0 O
MJ“”‘(O /\>_<O 0)

alors A =y = 0, donc la famille {I, J} est libre dans E.
Le systeme {I,J} est a la fois libre et générateur de E, d’ou {I, J} est une base
de E.
a b
0 a) —a+b

(a) Montrons que Papplication f est linéaire :

/ /
i) Soient A = <a 2) et B = (a b) deux éléments de E, on a

2. Soitf:E—>[R,<

0 0 o

0 a+ad

f<A+B>:f<<g 2))+f(<%’ 2/,>>=f(A)+f(B)

a
0

f(A+B):f<<a+a/ b+b/>> :a—i—a/—i—b—i—b/:(a—i—b)—l—(a'—l—b’)

ii) Soient A = < 2) un élément de E et A un réel, on a

FOA) = f ((AO“ ig)) — A+ A= Aa+b)



donc

FOA) = f ((3 2)) = A/(4)

D’apres i) et ii), on vient de prouver que l'application f est linéaire de E dans R.

(b) Le noyau Ker(f) de 'application linéaire f : le noyau Ker(f) de f est
Ker(f) ={A e E/f(A) =0}

on a

FA)=0 & a+b=0 & b=-a

alors Ker(f) = {(g —aa> Ja€ [R} ={aK/a€eR}ou K = <(1) _11>, ce qui
prouve que Ker(f) est le sous-espace vectoriel de E engendré par le vecteur K, soit

Ker(f) = vect{K}-

(¢) Soit G le supplémentaire de Kerf dans E, soit E = Ker(f) @ G. Pour tout A =
(a b) de E, on a
a

0
a b\ [a —a a B\ _ [(at+a —a+p
0 a/] \0 a + Aoy A a—+y

donc
a = a+a (6% — 0
b = —a+p B = a+tb
0 = A = A= 0
a = a+tv v = 0

donc G est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur M = <8 g) ou £ est

o[ e

un nombre réel, soit

d’oton a E = Ker(f) ®G.

O
Exercice 4
Soit (F(R),+, ) I'espace vectoriel sur R des fonctions numérique de R dans R. On considére
E={feFR)/VzeR: f(—z)=f(z)}et F={feFR)/VreR: f(—x)=—f(z)}
1. Soit E et F sont des sous-espaces vectoriels de F(R).
2. Soit f € F(R). On pose

1

9(x) = 5 (f(z) + f(=x)) et h(z) =

: (f@) — f(=2)).

N —

Vérifier que g € E et h € F.



3. en déduire F(R) = E & F.

Solution : Soit (F(R),+, ) 'espace vectoriel sur R des fonctions numérique de R dans R. On
considere

E={feFR)/VzeR: f(—zx)=f(z)}et F={feFR)/VzeR: f(—x)=—f(z)}
1. Montrons que E et F' sont des sous-espaces vectoriels de F(R) :
(a) E est un sous-espace vectoriel de F(R), en effet,

i. La fonction nulle de R dans R, notée 0, est un élément de F car 0(—z) =0 =
0(z) pour tout = de R, donc E # ).

ii. Soit f et g deux éléments de E, alors pour tout « de R on a

(f +9)(=2) = f(=2) + g(=2) = f(2) + g(x) = (f + 9)(z)

donc h = f + g est une fonction paire, d’ou f + g € E.

iii. Soit A un réel et f un élément de E, alors pour tout z de R on a

AN)(=z) = Af(=2) = Af(z) = AM(f(2)) = (Af)(2)

donc Af est une fonction paire, d’ou A\f € F.
d’apres i., ii. et iii., on a E est un sous-espace vectoriel de F(R).
(b) F est un sous-espace vectoriel de F(R), en effet,
i’ La fonction nulle de R dans R, notée 0, est un élément de E car 0(—z) = —0 =
—0(x) pour tout x de R, donc F # ().

ii> Soit f et g deux éléments de F, alors pour tout x de R on a

(f+9)(=2) = f(=2) + g9(-2) = = f(2) —g(z) = =(f + 9)(x)

donc h = f 4 g est une fonction impaire, d’ou f+ g € F.

iii’ Soit A un réel et f un élément de F, alors pour tout z de R on a

Af)(=z) = M (=2) = =Mf(z) = =A(f(z)) = (=Af)(z)

donc Af est une fonction impaire, d’ou A\f € F.
d’apres i’, ii’ et iii’, on a F est un sous-espace vectoriel de F(R).
2. Soit f € F(R). On pose

9(x) = 5 (f(z) + f(=x)) et h(zx) =

N —

Vérifions que g € E et h € F.
(a) Soit z de R on a

o(~x) = 5 (f(~2) + f(~(-2) =



(b) Soit 2 de R on a

W) = 3 (F(=a) = F(~(=2)) = 3 (F(=2) ~ F(2)) = —3 (&) = (=) = ~h(z)
donc h € F.

3. Déduction F(R) =E & F :
(a) Soit f dans F(R), on a

o) + h(z) = 5 (F(@) + F(=2)) 5 (F(&) — f(=2) = 5 (2f () +0) = f(2)

donc g+ h = f,dou F(R) = E+ F.
(b) Soit f € ENF,alorsxz € Eet x € F, donc f(—x) = f(z) et —f(—z) = f(x), donc

fe)+ fz) = f(=2) = f(=2) = (1 = 1) f(=2) = 0.f(—2) = 0

d’ott f(z) = 0 pour tout = € R, soit f = 0x(), c’est a dire que ENF C {0z(g) }; et
comme £ et I' sont deux sous-espaces vectoriels de F(R), alors {0z} C ENF';
dou EFNF = {0]:([];)}.

d’apres (a) et (b) on a prouvé F(R) = E @ F.
O

Exercice 5
On considere I'espace vectoriel R> muni de la base canonique (e1,e3) ott e1(1,0) et ez(0,1) :

1. Soit f:R? = R% (z,y) = (x —y,z +y).
(a) Montrer que f est linéaire.
(b) Ecrire la matrice de f relativement & la base (ey, e3).

2. Soit g un endomorphisme de R? dont la matrice relativement & la base (ej,es) est

A= <_11 _1 1). Déterminer I’ensemble Img, image de g.

Solution : Considérons I’espace vectoriel R> muni de la base canonique (e1, e2) ot e1(1,0) et
e2(0,1) :
1. Soit f:R? = R?, (2,9) = (v —y,z + y).
(a) Montrons que f est linéaire : en effet, soient X = (z,y) et X' = (2/,9) deux
éléments de R? et A € R, alors

i) d’abord on a X + X' = (z,y) + («/,v') = (z + 2',y + ) € R?, alors
FX+X) = f(y)+ @) =fle+a'y+y)

(z+2' —y—y z+a"+y+y)

= (z-yr+y +@ -y, +y)

= flz,y)+f@"y)

done f(X + X') = £(X) + f(X').

10



ii) et on a A X = A (x,9) = (A\z,\y) € R?, alors
FOX) = f((AwAy) = FOhw,Ag) = (A — Ay, Az + Ay)
= Az-yAz+y) =Az-yz+y)
= A(z,y)
donc f(AX) =\ f(X)
d’apres i) et ii) I'application f est linéaire, soit f un endomorphisme.

(b) Soit B = {e1,e2} la base canonique de R?, la détermination de la matrice de f
relativement a la base (8 se fait par le calcul suivant

f(el) = (1_0’1"1'0) = (1?1) = (170) +(0?1) = ley + leo
flea) =(0—1,04+1) = (—=1,1) = —(1,0) + (0,1) = —ley + le
donc la matrice de f relativement a la base 5 = {e1, e2} est donnée par

fle1) fle2)

Map=( 1 )

2. Considérons un endomorphisme de R? g dont la matrice relativement a la base (e, e2)

est
1 1
4= (_1 _1>.

Déterminons I’ensemble Im(g), image de g : en effet, 'endomorphisme g est déterminer
de la fagon suivante

gler) =leg — leg
glea) = leg — leg
soit X = (z,y) € R?, alors on a X = (x,y) = 2(1,0) +y(0,1) = xe; + yez; donc
9(X) = g(zer+yes) =xg(e1) +yg(e2) = z(lexr — lea) + y(ler — lea)
= (z+yler—(z+y)e
= (z+y)(e1—e2)

L’image Im(g) de 'endomorphisme g est
Im(g) = {g(z.y) / (z.y) € B2} = {(z+9) (e1 — e2) / (w1) € R?}
pour tout (x,y) € R?, on pose @ = x +y et u = e; —eg = (1, —1) le vecteur de R?, donc
Im(g) = {au / a e R}

est la droite vectorielle de vecteur directeur u = e; —eg = (1,—1).
Le noyau de g est

Ker(g) = {(z,y) € R* / g(z,y) = Oge}

or g(x,y) =0gz & (z+y) (e —ez); alors x +y = 0 ou bien e; — es = Oz,
comme e; — ey # Ogz, d’ott Ker(g) est la droite vectorielle du plan R? d’équation carac-
téristique = +y = 0.

11



Exercice 6

Soit E un K-espace vectoriel. On désigne par idg 'endomorphisme identique de E.

1. Montrer que p est un projecteur si et seulement si idg — p est un projecteur.

2. Soi p un projecteur de E.
(a) Montrer que E = Im(p) @ ker(p).

(b) Montrer que Im(idg — p) = ker(p) et ker(idg — p) = Im(p)

3. Soit f € Z(E) tel que f(ker(p)) C ker(p) et f(Im(p)) C Im(p).
Montrer que fop=po f.

Solution : Soit E un K-espace vectoriel et idg ’endomorphisme identique de E.

1. Montrons que p est un projecteur si et seulement si idg — p est un projecteur :
= | Supposons que p est un projecteur sur E, on pose ¢ = idg — p et soit z € E, alors

(idg —p) o (idp — p)(z)
(idg —p)(z — p(x))

idg(z) —ide(p(z)) — p(z) + p*(z) ou p*=pop
r —p(z) — p(x) + p(z)

r —p(z)
(idg — p)(x)

car p*=p

donc ¢?(x) = q(z) pour tout = € E; d’ott ¢> = ¢, ce qui peouve que ¢ = idg — p est un

projecteur de E.

< | Supposons que ¢ = idg — p est un projecteur de E, alors ¢*> = ¢; donc ¢*(z) = q(x)

pour tout x € E, donc

z—px) =

(idg —p) o (idg — p)(2)
idg(z) — 2p(z) + p*(z)

x —2p(x) +

p’(x)

donc (2 — 1)p(z) = p?(z) pour tout x € E; d’ott p> = p, ce qui peouve que p est un

projecteur de E.

2. Soit p un projecteur de E.

(a) Montrons que E = Im(p) @ Ker(p)

la fois les deux propriétés suivantes

i) Im(p) N Ker(p) = {0g}
ii) et E = Im(p) 4 Ker(p)

: E =Im(p) @ Ker(p) si et seulement si on a a

*Soit x € E, alors ¢ = (x — p(z)) + p(x) =y +zouy =z —p(x) et z = p(x)
on a bien z = p(z) € Im(p) et on a aussi

ply) =



donc p(y) = 0g; dott y = = — p(x) € Ker(p) ; ce qui prouve la propriété i).

*Soit « € Im(p) N Ker(p), alors = € Ker(p) et z € Im(p),

donc p(x) = 0g et il existe y € E tel que = = p(y),

d’ott p(z) = 0p et p(z) = p*(y) = 0p = p(y),

or p est linéaire, alors y = Op ce qui prouve que x = p(y) = p(0g) = 0g,

d’ou z € {0} soit Im(p) NKer(p) C {0g},

comme Im(p) et Ker(p) sont deux espaces vectoriels, alors {0g} C Ker(p) et

{0g} C Im(p), soit {Og} C Ker(p) N Im(p); d’ou Im(p) N Ker(p) = {0g}; ce

qui prouve la propriété ii).

D’apres i) et ii) il vient la somme directe E = Im(p) @& Ker(p).

(b) Montrons que Im(idg — p) = ker(p) et ker(idg — p) = Im(p) :

— Montrons que Im(idg — p) = ker(p) : soit y € Im(idg — p), alors il existe z € E
tel que y = (idg — p)(x); donc y + p(x) =z
on a p(z) € Im(p) et p(y+p(x)) = p(z), alors p(z) = p(y)+p*(z) = p(y) +p(z),
donc p(y) = Og, cest a dire que y € Ker(p); d’ou y € Ker(p), finalement
Im(idg — p) C Ker(p), ceci d’'une part et d’autre soit y € Ker(p), alors p(y) =
O =y —y;
doncy = y—p(y) = (idg—p)(y) ; Aot y € Im(idg—p) ; soit Ker(p) C Im(idg—p)
finalement, il vient Ker(p) = Im(idg — p).

— Montrons que ker(idg —p) = Im(p) : on vient de montrer que Ker(p) = Im(idg —
p) pour tout projecteur p de F; alors d’aprés la question 1. on a p est un
projecteur si et seulement si idg —p est un projecteur ; donc Ker(q) = Im(idg —q),
or pour q = idg — p, alors on obtient

Ker(idg — p) = Im(idg — idg + p) = Im(p).

3. Soit f € Z(E) tel que f(ker(p)) C ker(p) et f(Im(p)) C Im(p), montrons que fop =
po f:soit z € E, comme E = Im(p) @ ker(p), alors 3!z, € Im(p), lxs € Ker(p) tel que
T =x1+ z2; donc on a

fp(x) = fp(z1+22))
= f(p(x1)) + f(p(x2)) car p et f sont linéaires
= f(p(z1))

car f(p(xz2)) = f(0g) = O puisque x2 € Ker(p).
Et, on a

p(f(z)) = p(f(z1+22))
= p(f(x1)+ f(xz)) car f est linéaire
= p(f(xz1)) +p(f(x2)) car pest linéaire

or( 33(2 )E)Ker((p)( al)(;rs f(x2) € Ker(p) car f(ker(p)) C ker(p); donc p(f(z2)) = 0g; d’ou
p(f

et comme f(Im(p)) € Im(p) alors f(z1) € Im(p), donc p(f(z1)) = f(z1) = f(p(z1))
puisque (z; € Im(p) implique p(x1) = 1) ;

finalement f(p(x)) = p(f(z)) pour tout z € E; ce qui prouve que fop =po f.
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Exercice 7
Soit C(R) le R-espace vectoriel des fonctions numériques continues sur R. Soit C?(R) ’ensemble
des fonctions f : R — R de classe C? sur R.
1. Vérifier que C?(R) est un sous-ensemble de C(R). Que peut-on déduire ?
2. Soit ® une application de C*(R) dans C(R), qui a une fonction f de C?(R) associe la
fonction g = f" +2f' + f.
(a) Exprimer I’écriture symbolique de lapplication ®, puis montrer que ® est un ho-
momorphisme d’espaces vectoriels.
(b) Déterminer le noyau Ker(®) de ®. L’application ® est-elle injective ?
(c) Le noyau Ker(®) est-il de dimension finie ? Justifier

(d) L’application ® est-elle surjective ? est-elle un isomorphisme d’espaces vectoriels ?

Solution : Soit C(R) le R-espace vectoriel des fonctions numériques continues sur R. Soit
C%(R) I’ensemble des fonctions f : R — R de classe C? sur R.
1. Vérifions que C?(R) est un sous-ensemble de C(R) : soit f un élément de C%(R) alors f
est deux fois dérivables et f” est une fonction continue. Or une fonction dérivable est
une fonction continue; d’ott f € C(R) ; finalement C?(R) est un sous-ensemble de C(R).
On en déduit que 'ensemble C?(R) est un sous-espace vectoriel de C(R) : en effet,
e C?(R) # 0 car la fonction nulle est un élément de C?(R).
e Soient f et g deux éléments de C2(R), alors f” et ¢g” existent et sont continues; donc

f'(@) +g"(x) = (f"+¢") (@) = (f +9)"(x), VzeR

soit (f + g)” existe et elle est continue sur R; d’ott f + g € C%(R).
e Soient f un élément de C2(R) et A un scalaire réel, alors f” existe et est continue;
donc
Af'(x) =\ f) @)= (A f)'(z), YzeR
soit (A f)” existe et elle est continue sur R; d’ou A f € C*(R).
2. Soit ® une application de C*(R) dans C(R), qui a une fonction f de C?(R) associe la
fonction g = f" +2f' + f.
(a) L’écriture symbolique de Papplication ® est :
®:C*(R) —CR), fr—o(f)=f"+2f +f=g.
Montrons que ® est un homomorphisme d’espaces vectoriels : en effet,
e L’application ® est bien définie, en effet, pour tout f dans C?(R) la fonction
g = "+ 2f" + f définie pour tout z € R par g(z) = f"(x) + 2f'(x) + f(x)
est continue sur R; donc g = f” + 2f' + f € C(R) pour tout f € C?(R); d’ou
®(f) € C(R) pour tout f € C*(R).
e Soient f et g deux éléments de C2(R), alors f +g € C?(R) ; donc pour tout z € R
on a

o(f+g)(x) = (f+9)"(@)+2(f+9) (@) +(f+9)(z)
= (@) + 4" () +2f'(x) + 24/ () + f(z) + g()
= (f"(z) +2f'(z) + f(2)) + (¢"(2) + 2¢'(z) + g(z))
car (R, +) est un groupe abélien

= ®()(x) + 2(g)(2)
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(b)

d’ott ®(f + g) = ®(f) + ®(g) pour tout f et g dans C*(R).
e Soient f un élément de C?(R) et A un scalaire réel, alors A f € C?>(R) ; donc pour
tout z € Ron a

A f)(x) = AN)"(@)+2000) (@) + (A f)(@)
= MN"(@)+2) f'(x) + A f(2)
= A(f"(x) +2f'(z) + f(2))
= A®(f)(2)
d’ott ®(\ f) = A®(f) pour tout f dans C3(R) et A dans R.

Déterminons le noyau Ker(®) de @ : par définbition le noyau de ® est

Ker(®) = {f € C*(R) / ®(f) = 0}

or ®(f) = 0 est "équation différentielle suivante f”+2f'+ f = 0 définie pour tout
x € R par f"(z) +2f'(x) + f(x) = 0; donc il suffit de déterminer f vérifiant cette
équation différentielle. L’équation caractéristique de cette équation différentielle
est r2+2r+1 = (r+1)2 = 0. Comme I’équation caractéristique admet une racine
double » = —1, alors la solution de I’équation différentielle est

flz)=(ax+p)e" VreR

ou a et B sont des réels. Finalement, Ker(®) est ’ensemble des solutions de 1’équa-
tion différentielle f” + 2f" + f = 0, soit

Ker(®) = {(ax + B)e " / (a,8) € R}

L’application ® n’est pas injective, en effet, il suffit de prendre fi(x) = (z4+1)e™*
et fo(z) = (5x +3)e %, alors f1 et fo vérifient ®(f1) = ®(f2) mais f1 # fo.

Le noyau Ker(®) est de dimension finie, en effet, pour tout f € Ker(®) il existe «
et [ des scalaires réels tels que f(z) = (aox + ) e™* pour tout x € R; donc on a

flz) =a(ze™)+5(e™")

donc le systeme {e™*; x e "} engendre Ker(®).
Le systeme {e™%; x e~ "} est libre, en effet, soit « et 5 des scalaires réels tels que
(ax + p)e™ = 0; comme e * # 0 pour tout z € R, alors az + = 0, donc
a = =0 puisque {1,z} est libre; d’ou le systeme {e™*; ze "} est libre.

Le systeme {e™ " ;x e~ "} est libre et engendre Ker(®), alors le systeme {e™"; x e "}
est une base de Ker(®); d’ou Ker(®) est de dimension finie, soit

dimg (Ker(®)) = 2.
L’application ® n’est pas surjective, en effet, 'image Im(®) de ® est

Im(®) = ©(C*(R)) = {g = f"+2f + f / f € C*(R)}

qui est un sous-espace vectoriel de C(R); mais on peut trouver des éléments g €
C(R) qui ne s’écrivent pas sous la forme ®(f). Pour cela, il suffit de prendre les
fonctions continues par morceaux.

L’application ® n’est ni injective ni surjective, alors ® n’est pas un isomorphisme
d’espaces vectoriels.
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Exercice 8
Soit E = {(tn)nen / Unio = QUns1 + buy; (a,b) € R?}
1. Montrer que E est un espace vectoriel sur R.

2. Soit ¢ : E — R?, (tn)nen = (ug,u1).
Montrer que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, puis en déduire la dimension
de F.

3. On considere I'équation :
(Q : 2*—ar—b=0

Montrer que si 'équation (Q) admet deux solutions complexes z1 et z9, alors les suites
(an)nen €t (Bn)nen forment une base de E avec

1 1
=50+ 2) et f= (o — 2B)

4. Application : Déterminer u,, en fonction de n dans le cas suivant :

Upt2 = 2Uny1 — 2Up, U =1, up =2.

Solution : Soit . = {(un)nen /un € R, Vn € N} Pespace vectoriel des suites réelles et E
I’ensemble donné par

E= {(un)nEN /un+2 =auUpt1 + bupy; (a, b) € [RQ}

1. Montrons que E est un espace vectoriel sur R : pour cela il suffit de montrer que E est
un sous-espace vectoriel de . . Tout d’abord E est un sous-ensemble de . car tout
élément (uy, )nen satisfaisant la propriété wu, o = auyy1 + bu, o (a,b) € R? reste une
suite réelle, donc E C .¥7.

(i) La suite (u, = 0)nen satisfait la condition 0 = a.0 + 0.0, alors E # ().

(ii) Soient (up)nen €t (Vp)nen dans E, on a

Upi2 +Upgt2 = QUpg1 +bUp +avpy1 + 0oy,
= a(upt1 + vpt1) + b(uy + vy)

donc (uy + vp)nen est un élément dans E.

(iii) Soient (up)nen dans E et A € R, on a

Mint2 +Upta = ANatptr +buy)
= AaUp41 + Abuy,
= a(Aupy1) + b(Auy)

donc (Aup)nen est un élément dans F.

d’apres (i), (ii) et (iii) on a montré que E est un sous-espace vectoriel de .%; ce qui
prouve que (E,+, X) est un espace vectoriel sur R.

2. Soit ¢ : B — R, (up)nen — (uo,u1).
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— Montrons que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels : I’application ¢ est linéaire,
en effet, soient (w,)nen €t (vn)nen dans E et (o, 8) € R?, on a

Pla(un) + B(vr)) = d((auy + Bup))
= (aug + Bvo, auy + Pur)
= a(up,u1) + B(vo,v1)

= ad((un)) + Bé((vn))

donc ¢ est linéaire. On peut montrer que ¢ est injective, soit (uy )nen tel que ¢((uy)) =
Og2, alors (ug,u1) = (0,0), donc uy = auy +buy = a.0+ 5.0 =0;
puis on montre par récurrence que ((u, = 0))pen, d’ott Ker(¢) = {(0)nen}, ceci d'une
part et d’autre ¢ est surjective car les termes ug et u; d’une suite réelle de type
(un)nen existent, ce qui fait que par construction ¢ est surjective. Finalement, ¢ est
un isomorphisme d’espaces vectoriels.

— La dimension de F : on a E et R? sont isomorphes via ¢ et comme dimg(R?) = 2,
alors dimg(F) = 2.

. Soit I’équation :

(Q : 2*—ax—b=0

Supposons que I'équation (Q) admet deux solutions complexes z; et z9, montrons que
le systeme

{(cn)nen, (Bn)nen’} forme une base de E avec oy, = (27 + 25) et B = 5 (2] — 25).
Comme dimg(FE) = 2, alors il suffit de montrer que le systéme {(an)nen, (Bn)nen} est
libre de E.

Soit A et v deux réels tels que Ao, + v5, = 0, alors

—pourn=0etn=1ona

Aag+vBy = 0 PN A4+~v0 = 0
Aar +9B1 = 0 M(z1+22)+75(z1—22) = 0

donc A = 0 et d’out v = 0 puisque 21 # z».
— Par récurrence sur n, on a Aoy, + 3, = 0 entraine A =y = 0.
ce qui prouve que la famille {(ay, )nen, (Bn)nen} est libre et donc { (@ )nen, (Bn)nen} est
une base de F.
. Application : soit a déterminer w, en fonction de n dans le cas ot upy2 = 2up41 —
2uy,, ug = 1, u; = 2. L’équation (Q) est alors 22 — 2z + 2 = 0 dont le discriminant
A =b%—dac =22 —4x2x1=—4 = (2i)? les solutions sont alors z; = 1 +1 et
z=7Z1=1-—1.
On éerit 21 = 2 (cos(Z) +isin(%)) et 22 = v/2 (cos(%) — isin(F)).
Et, par suite on a u, € E alors u, = Aa™ + v8" est une combinaison linéaire unique,
donc

tn = ARe(2]) + AIm(z}) = (V)" ()\ cos (”Tf) +ysin (”{))

— pour n = 0, alors on a ug = A,
— pour n =1, alors on a u; = v/2 ()\72 + 7@)
donc A =~ =1 ainsi on a u, = (v/2)" (cos (Z) + sin (Z7)).
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